PROBLEMAS METRICOS
ANGULOS

Ejercicio n°1.-

a) Determinala ecuacidon del plano n que pasa por el punto P(1,-2,0) y es perpendicular alarecta r:{{x+y=0,
y—-3z+2=0}

b) Halla el &ngulo que forman los planos siguientes:
niX+y=0 myy-3z+2=0

Ejercicio n°2.-

Halla el angulo que forma la recta

. 3Xx- y- z+1=0
| x+2y-3z =0

yelplano m 2x -y +4z-2=0.
Ejercicio n° 3.-

a) Hallala ecuacion de larecta que pasa por el punto P(0, 1, -1) y es paralelaalos planos nq: x+2y -z-2=0,
Tyl 2X+Yy+2z-1=0.

b) Halla el angulo que forman nq y mo.

Ejercicio n°4.-

a) Halla el angulo que forman las rectas:

X=1+ A 1 )
X — y z+
r: = =2\ Si—=—=
y y 2 -1 1
z=2

b) Obtén la ecuacidn del plano que contienea r y es paralelo a s.

Ejercicio n°5.-

Halla la ecuacion del plano que pasa por los puntos P4(2,1,-3) y Py(4,2, 1) y es perpendicular al plano:

m2Xx-y—-z+3=0

DISTANCIAS

Ejercicio n°6.-
Dados los puntos P(1,0,2) v Q(2,-1,0) yelplano n: x+y+2z—-1=0, calcula:
a) Ladistanciaentre P y Q.

b) Ladistanciade P a m.



Ejercicion®7.-
Calcula la distancia entre los planos siguientes:

my+3z=0 n:2y+6z-5=0

Ejercicio n°8.-

Halla la distancia de P(3, 4,-1) al plano n: 2x+y—-3z+8=0.

Ejercicio n°9.-
Calcula la distancia entre los planos siguientes:

mX—3y+z-10=0 w:2x-6y+2z+3=0

Ejercicio n° 10.-

Halla la distancia de P(5, 3,-4) al plano n: x+3y—-z+5=0.

Ejercicio n® 11.-

Calculaladistanciade P(1,0,2) alarecta r: (2%, =A, 1+ A).

Ejercicio n® 12.-

Calculaladistanciade P(1,0,-1) alarecta r: (2A, 1 — A, —A).

Ejercicio n°® 13.-

Calcula la distancia del punto P(1, -1, 2) alarecta siguiente:

Ejercicio n° 14.-

Calcula razonadamente la distancia del punto P(3, -1, 5) alarecta siguiente:

X=2-2X
r:qy = —-»4
z=3+2A

Ejercicio n° 15.-

Calculaladistanciade P(2,1,-1) alarecta r: (41, 1 =2, A).

Ejercicio n° 16.-

Calcula la distancia entre las rectas r y s:

r_x+y=2 S_x+z=0
x-z=-2 ly-z=1



Ejercicio n® 17.-

Dadas las rectas:

r_x—2_y+3_z—1 ; Xx=-1 y+1 z-3
3 2 4 P2 3 1

Halla:
a) Laecuacién del plano que pasa por la segunday es paralelo a la primera.

b) La distancia entre ambas rectas.

Ejercicio n° 18.-

Consideralasrectas r y s:

X =3+A

r:qy = —-2i s:{
z=-1

X+z2=2
y-z=0

Calcula la distancia entre ellas dividiendo el volumen de un paralelepipedo entre el area de su base.

Ejercicio n°® 19.-

Calcula la distancia entre:

X:2+7\. X:4—H
r:qy = -2\ y Sy =2+p

dividiendo el volumen de un paralelepipedo entre el area de su base.

Ejercicio n° 20.-

Dadas las rectas:

X=1+A ) 1
rly= 20y s Xze Y 272

3 2 1
z=-2

Halla:
a) Ladistancia entre las rectas.

b) Larecta perpendiculara r y s.

AREAS

Ejercicio n° 21.-

Considerael plano 2x -y +z-4=0.
a) Halla los puntos de corte del plano con los ejes de coordenadas.

b) Calcula el area del triangulo formado por estos tres puntos.



Ejercicio n° 22.-

a) Obtén la ecuacion delplano © que pasapor el punto medio del segmento % siendo
P(2,1,0) y Q(0, 3,4) y es perpendicular a dicho segmento.

b) El plano del apartado anterior corta alos ejes de coordenadas en los puntos A, B y C. Calculael area del
triangulo ABC.

Ejercicio n° 23.-

Los puntos P(0,2,0) v Q(2,1,-1) son dos vértices de un triangulo, y el tercero, S,

X=2+A
pertenece alarecta r :qy = —A Larectaquecontienea P ya S esperpendicular ala
z=3

recta r.
a) Determinalas coordenadas de S.

b) Calcula el area del triangulo PQS.

Ejercicio n° 24.-

Un cuadrado tiene uno de sus lados sobre larecta

X=1+A )
r:ly= -2,  yotrosobre s:2X= _y+l_z
>~ ~4 -2

z=3-LA

Calcula el area del cuadrado.

Ejercicio n° 25.-

Consideralos puntos A(3,0,2), B(4,-1,3) y C(2,2,1).
a) Prueba que son los vértices de un tridngulo.

b) Calcula el area de dicho tridngulo.

VOLUMENES

Ejercicio n° 26.-

Calcula el volumen del tetraedro determinado por los ejes de coordenadas y el plano:

2x—-y+z-4=0

Ejercicio n° 27.-

a) Hallala ecuacién del plano que pasa por el punto P(3, -1, -1) y es perpendicular a
v(1,2,2).

b) Calcula el volumen del tetraedro determinado por los ejes de coordenadas y el plano anterior.



Ejercicio n° 28.-

Calcula el volumen de un cubo que tiene uno de sus lados sobre la recta

X_Zzl:il y otro sobre larecta s:XT_lzy—_Z:i

r: .
2 1 2 -2

Ejercicio n° 29.-

Consideralos puntos P(2,1,1) y Q(4, 5, 3).

a) Obtén la ecuacion del plano que pasa por el punto medio de PQ y es perpendicular A aste

b) Calcula el volumen del tetraedro limitado por los ejes de coordenadas y el plano «.

Ejercicio n° 30.-

A0, 1,2), B(0,2,3) y C(0, 2,5) son tres vértices de un tetraedro. El cuarto vértice, D, esta sobre larecta:

Halla las coordenadas de D para que el volumen del ortoedro sea 2 unidades cubicas.

PROBLEMAS METRICOS

Ejercicio n° 31.-

Halla el punto simétrico de P(0, 2, 1), respecto del plano m: x+y —z=2.

Ejercicio n° 32.-

Halla el punto simétrico de P(2, 1, 0) respecto del plano m: 2x -y +z=2.

Ejercicio n° 33.-

Determina el punto simétrico de A(-2, 1, 3) respecto delarecta r:

X =1+A
r:qy = =2\
z=2

Ejercicio n° 34.-

Halla el punto simétrico de P(1, 0, 3) respecto del plano = x —y +2z=1.

Ejercicio n° 35.-

Determina el punto simétrico de A(2, 1, 4) respecto de larecta:

x-1 'y z+1
3 2 -1



Ejercicio n° 36.-

Determina la ecuacién de un plano = paralelo al plano de ecuacién 2x —y +z+4=0 y que dista 10 unidades
del punto P(2, 0, 1).

Ejercicio n° 37.-

., ., , X -1 Z+2
Hallala ecuacion delaproyeccion ortogonal, r', delarecta r:Tziz

sobreelplano m x—-y+z+2=0.

Ejercicio n° 38.-

Halla la ecuacién de larecta s que pasapor P(2,0,1) y corta perpendicularmente ala
x-2 y-1 z

recta r: .
-1 2

Ejercicio n° 39.-

En lafigura adjunta, calcula el angulo que formalarecta CD con larectaque une D y el punto medio de AB.

D

a

Ejercicio n° 40.-

Determina la ecuacién de un plano, =, paralelo al plano de ecuacion x—y+z+2=0 y que dista 20 unidades
del punto P(0, 2, 3).



SOLCUIONES PROBLEMAS METRICOS
ANGULOS

Ejercicio n°1.-

a) Determinala ecuacidon del plano n que pasa por el punto P(1,-2,0) y es perpendicular alarecta r:{{x+y=0,
y—-3z+2=0}

b) Halla el &ngulo que forman los planos siguientes:

niX+y=0 myy-3z+2=0

Solucién:
a) Vector direccion de larecta: (1, 1,0) x (0,1, -3)=(-3, 3, 1)
Este vector es perpendicular a ©. Por tanto:

T =3(x-1)+3(y+2)+z=0 —> -3x+3y+z+9=0
b) Elvector normalar, es n, =(1 1 0) y el vector normalar, es n, = (0,1, —3). Asi:

|ﬁ1 -ﬁ2| |0+1+0| 1

|| - |, “1+1+0 - V119 20

coso = =022 —> a=77°

Ejercicio n° 2.-

Halla el angulo que forma la recta

iy 3Xx- y—- z+1=0
| x+2y-3z =0

yelplano m 2x -y +4z-2=0.

Solucién:

Determinamos un vector direccionde r, v:

i ]k

V=3 -1 -1|=5i+8j+7k
1 2 -3

v=(58,7)

Por otro lado, el vector normal al plano es:

n=(2-14)
Por tanto:
c0s(90° - ) = |von| _[0-8+28] 30 - 05573

V] J8] "21 - V38 Va1 viss

90° — a = arccos (0,5573) =56° — o =34°



Ejercicio n° 3.-

a) Hallala ecuacion de larecta que pasa por el punto P(0, 1, -1) y es paralelaalos planos nq: x+2y -z-2=0,
Tyl 2X+Yy+2z-1=0.

b) Halla el angulo que forman n; y 7.
Solucién:

a) Al ser paralela alos planos x+2y—-z-2=0, 2x+y+2z—-1=0, estambién paralela a la recta:

X+2y-z-2=0
2X+y+2z-1=0

determinada por ambos, cuyo vector direccién d, es:

i oK
d={1 2 -1|=5i-4j-3k
2 1 2
d=(5-4,-3)
L X y-1 z+1
La ecuacion de larecta buscada es : 5 = 7 = 3

b) Los vectores normales son:
ﬁlz(l 2’_1) y ﬁz :(2’]12)

L2-1)-212)] 2
Jir4+1-Ja+1+4 54

cosa = =027 > a=74°

Ejercicio n°4.-
a) Halla el angulo que forman las rectas:

X=1+ A
riyy= -2y si—/——=—
z=2

b) Obtén la ecuacidn del plano que contienea r y es paralelo a s.
Solucién:

a) Elvector direccionde r es d, =(1,-2,0), yelde s es d, =(2,-11) Ast:
4 -4,

jd

4 4

144 - Ja+1+1 Y30

cosa =

= =0,73 — a=43°
d

b) Elplano buscado pasapor (1,0, 2) y suvector normales d, x d..
A=d, x d, =(-2-13)
Asi:

2x-1)-1-y+3(z-2)=0 » -2x-y+3z-4=0



Ejercicio n°5.-
Halla la ecuacion del plano que pasa por los puntos P4(2,1,-3) y Py(4,2, 1) y es perpendicular al plano:
m2Xx-y—-z+3=0

Solucién:

Los vectores PP, y n (vector normal del plano z) y uno de los puntos P, o P, determinan
el plano que buscamos:

X-2 2 2
y-1 1 -1{=0 — 3x+10y-4z-28=0
z+3 4 -1

DISTANCIAS

Ejercicio n°6.-

Dados los puntos P(1,0,2) v Q(2,-1,0) yelplano n: x+y+2z—-1=0, calcula:
a) Ladistanciaentre P y Q.

b) Ladistanciade P a .

Solucién:

a) dist (P, Q)=+/(2-1)° + (-1 + (-2 =6 =245

1+0+2-2-1
b) dist (P, n):uzizms

VP12 A6
Ejercicion®?7.-
Calcula la distancia entre los planos siguientes:
my+3z=0 w:2y+6z-5=0
Solucién:

Los dos planos son paralelos pues los coeficientes de sus incognitas son proporcionales. Por tanto, la distancia entre
ellos es la distancia de un punto cualquiera de uno de ellos al otro.

P(0, 3, -1) es un punto del plano =.



Por tanto:

|6+6-(-1)-5]

Jar3e a0

dist(r, 7') = dist (P, ') = =079
Ejercicio n° 8.-
Halla la distanciade P(3,4,-1) al plano n: 2x+y -3z +8=0.

Solucién:

|2.3+4-3-(-1)+8| 21
\/2 +12 +(-3) V14

dist(P, )= =561

Ejercicio n°9.-

Calcula la distancia entre los planos siguientes:
mX-3y+z-10=0 a"2x-6y+2z+3=0

Solucién:

Los dos planos son paralelos pues los coeficientes de sus incognitas son proporcionales. Por tanto, la distancia entre
ellos es la distancia de un punto cualquiera de uno de ellos al otro.

P(1, 0, 9) es un punto del plano =.

Por tanto:

)o2:1+2:9+3 23

- J4+36+4 - \/ﬂ

dist(r, 7') = dist (P, =347

Ejercicio n° 10.-

Halla la distanciade P(5, 3,-4) al plano n: x+3y-z+5=0.

Solucién:

|5+3 3+4+5|

=6,93
243274 \/_

dist P n

Ejercicio n® 11.-

Calculaladistanciade P(1,0,2) alarecta r: (2%, =A, 1+ A).
Solucién:

12 forma:
e Plano © que pasa por P y es perpendiculara r:
Su vector normal es el vector direccién de larecta: n=(2, -1, l) Pasapor P(1,0,2)
Su ecuacion es:
m2Xx-1)-y+(z-2)=0 > m2x-y+z-4=0

e Interseccibnde n y r:

10



Sustituimos las coordenadas de r en

x=1
2-(20)+2r+@+2)-4=0 - 6L-3=0 — A=x S y=_—l S opf2t 2
2 2 22

3

7 =—

2

¢ Distancia pedida:

2 2
dist(P,r)=dist(P,P')=\/(1—1)2+(1j +(2—§j =£=o,71
2 2 2
22 forma:
s R(0,0,1)
i Recta r:<
&7 | ais d2,-11)
+ = r Punto P(1,0,2)
RP x d=(11-1)
. RP x a\ )
dist (P, r)= 2rea =‘ _ ‘RP x d‘=\/1+1+1=\/§
Base ‘d‘
\a\=\/4+1+1=£
. V3
dist(P,r)=—==0,71
(P.r) 7

Ejercicio n®12.-

Calculaladistanciade P(1,0,-1) alarecta r: (2x, 1 — X, —0).
Solucién:
e Plano n que pasa por P y es perpendiculara r:
Su vector normal es el vector direccion de larecta: n=(2, -1, -1) Pasapor P.
Su ecuacion es:
m2-x-1)-y-1-(z+1)=0 > m2x-y-z-3=0
e |Interseccionde m y r:

Sustituimos las coordenadas de r en

11



2-(21)-@1-1)+1-3=0 - 6L-4=0 — L=

(SRR
2
<
I

o4 1 -2
33 3

o Distancia pedida:

dist (P, r)=dist(P, P')= \/El—sz +(—1j2 +(—1+3j2 =§= 0,58

Ejercicio n°® 13.-

Calcula la distancia del punto P(1, -1, 2) alarecta siguiente:

Solucién:
e Plano n que pasa por P y es perpendiculara r:
Su vector normal es el vector direccion de larecta: n=(2,1,-1) Pasapor P(1L -1, 2).
Su ecuacion es:
m2-X-1)+(y+1)-(z-2)=0 »> m2x+y-z+1=0
e Interseccionde m y r.

Sustituimos las coordenadas de r en

2-(20)+1+1+1=0 — 6A+1=0 — x:%l - y:_—l - P'(_—Z_—ll

¢ Distancia pedida:

dist(P, r)=dist (P, P')=\/(1+%J2 +(-1+%j2 +[2-1]2 =@= 2,42

6

12



Ejercicio n° 14.-

Calcula razonadamente la distancia del punto P(3, -1, 5) alarecta siguiente:

X=2-2X
raey= -2
z=3+2A\

Solucién:
e Plano © que pasa por P y es perpendiculara r:

Su vector normal, es el vector direccién de larecta: n=(-1, -1, 2) Pasapor P(3, -1 5)
Su ecuacion es:

-1-x-3)-1-(y+1)+2-(z-5=0
Simplificando:
m.-X—-y+2z—-8=0 otambién m:x+y-2z+8=0.
e Interseccibnde w y r:

Sustituimos las coordenadas de r en .

4
X=—
3

(2-1)-1-2(3+21)+8=0 —» -6L+4=0 — x:% - y=_3—2 N
13
zZ="—
3

P’ i,__ZIE
3 3 3

¢ Distancia pedida:

e r)=cis )= (54 12 4[5 2] <0

3 3

Ejercicio n° 15.-

Calculaladistanciade P(2,1,-1) alarecta r: (4x, 1 =2, A).
Solucién:

12 forma:
e Plano © que pasa por P y es perpendiculara r:
Su vector normal es el vector direccién de larecta: n= (4,-1,1). Pasapor P.
Su ecuacion es:
md-xX-2)-1-(y-1)+(z+1)=0 —> mdx-y+z-6=0

e Interseccibnde w y r:

13



Sustituimos las coordenadas de r en =

4-(40)-(1-1)+2-6=0 — 16A+A+A-7=0 — 184-7=0 — x:% -

11 (14 11 7
= - P Vo
(9 18 18)

o Distancia pedida:

dist (P, r)=dist (P, P'):\/(z-ﬂjz +(1—£j2 +(—1-lj2 =7—38=15

9 18 18 18
22 forma:
i R(0,10)
; Recta r:q
% | ais d(4,-1,1)
% S r Punto P(2,1,-1)
RP x d=(-1-6,-2)
Area ‘ﬁ; x a‘ —
dist (P, 1)= £ = q ‘RP x d‘:\/1+36+4:\/ﬁ
d
‘a‘=\/16+1+1=\/ﬁ
dist(P,r):%:lS

Ejercicio n° 16.-

Calcula la distancia entre las rectas r y s:

r_x+y:2 S_x+z:0
x-z=-2 ly-z=1

Solucién:
El vector direcciénde r es d=(1-11) yelde s es d'=(-11 1)
Hallemos el plano =n que contiene a r y es paralelo a s.

@-190r

ey s} Por tanto, (1, -1,1) x (-1,1,1)=(-2, -2, 0) es perpendicular a .

El punto (-2, 4,0) esde r vy, por tanto, de .

Ecuacion de



2X+2)-2(y-4)=0 —> 2x+2y-4=0

|2-4] 2
4+4 |8

dist (s, r)=dist (s, n)=dist[(0, 4, 0), n]= =071

Ejercicio n°® 17.-

Dadas las rectas:

X-2 y+3 z-1
: = = ) r,

rl
3 2 4 2 3 1

Halla:

a) Laecuacion del plano que pasa por la segunday es paralelo a la primera.
b) Ladistancia entre ambas rectas.

Solucién:

a) Hallamos el plano, =, que contiene a r, y es paraleloa ry.

3,24)r,

Por tanto, (3, 2, 4) x (2,3,1)=(~10, 5, 5) es perpendicular a .
(2,3,1) 1/,
El punto (1, -1, 3) esde ry y, por tanto, de .

Ecuacion de

-10(x-1)+5(y+1)+5(z-3)=0 > m2x-y-z=0

_ _ _ |4+3-1] 6
by dist(r,, r,)=dist(r,, n)=dist|(2, -3, 1) n]= ' ——==—==245
) IS (rl r2 ) IS (rl TE) IS [( ) TC] \/m \/g

Ejercicio n° 18.-

Consideralasrectas r y s:

X=3+A
X+z2=2
r:iy= -2 s:{ 0
-7 =
z=-1 y

Calcula la distancia entre ellas dividiendo el volumen de un paralelepipedo entre el area de su base.

Solucién:

dist (s, r): dist (S, plano RPQ): Volumen del paralelepipedo definido por ng

Area del paralelogramo definido por

d

d, d

15



Un punto: R(S, 0, —1)

f {Un vector direccién: d(1, -2, 0)
Unpunto: S(2,0,0)

’ {Un vector direccién: d'(-1,1, 1)

-1 0
-2

&l
9]
o
al
Il
'—\
R O R
Il
[EY

dxd=(-2-1-1)

\ax a-\:\/4+1+1:4§

dist(r, s)=—==0,41

e

Ejercicio n° 19.-

Calcula la distancia entre:

X=2+A X=4-pn
r:iy = -2 y Sy =2+p
z=5 zZ= n

dividiendo el volumen de un paralelepipedo entre el area de su base.

Solucién:

dist (r, s) = dist (S, plano RPQ) =

Area del paralelogramo definido por d, d

[Rs. a @]
B [ a
2 2 -5
[FTS, a,a]: 1 -2 -1
-1 1 1

Volumen del paralelepipedo definido por I?é d, d _

16



dist(r,s)=—==0,41

e

Ejercicio n° 20.-

Dadas las rectas:

X =1+ ) 1

X-2 'y z-

r:qy = 2 S =TT

Y Y 3 2 1
z=-2

Halla:
a) Ladistancia entre las rectas.

b) Larectaperpendiculara r y s.

Solucioén:

a) R y S son los extremos del segmento perpendicular a ambas rectas.

N

R .

Un punto genéricode r es R(1 + A, 2A, —2) y un punto genérico de s es
S(2 + 3y, 2u, 1+ p).

Un vector genérico que tenga su origen en r y su extremoen S es:
RS = (1+3u—2 2u—2i 3+p)

De todos los posibles vectores RS, buscamos aquel que sea perpendicular alas dos
rectas:

—

RS-(1,20)=0 - 1+3u—A+4u-41=0 1-5A+7u=0 }
_)
RS-(3.21)=0 - 3+9u-3A+4u—-4%+3+p=0] O~ 7A+14u=0
La solucién es: x:ﬁ, u=_—23
3 21

Sustituyendo en r y s obtenemos los puntos R y S.

R[22 -2
2 2 2
_ 2100
dist (1, )= dist (R, s):J(ﬂj e 2100,
21 21 21 21
g[=9 —46 -2
7' 21 21

17



b) Larecta perpendiculara r y s, eslarectaque pasapor Ry S.

JEEE

21 '21° 21

-1 20

X=——-——

3 21

Larectabuscadaes: |y :_—8+£x
3 21

z:—2+4—0x

21

AREAS

Ejercicio n° 21.-

Considerael plano 2x -y +z-4=0.
a) Hallalos puntos de corte del plano con los ejes de coordenadas.

b) Calcula el area del triangulo formado por estos tres puntos.

Solucién:

a) Siy=0,z=0 - x=2 — A(_20,0)
Si x=0,z=0 — y=-4 — B(0,-4,0)
Si x=0,y=0 — z=4 — C(0,0,4)

b) AB=(-2, -4,0)

AC=(-2,04)

EXE‘ _16.8 — [2an
Area ABC:‘ 5 =|( 6’28’ 8)|= 3284=9,8u2

Ejercicio n° 22.-

a) Obtén la ecuacion delplano © que pasapor el punto medio del segmento @ siendo
P(2,1,0) y Q(0, 3,4) y es perpendicular a dicho segmento.

b) El plano del apartado anterior corta alos ejes de coordenadas en los puntos A, B y C. Calculael area del
triangulo ABC.

Solucion:
a) Calculamos el punto medio de @:
M=(1,2,2)
Elvector normala n es el vector P_(j = (— 2,2, 4), por tanto, el plano es:

2x-1)+2(y-2)+4z-2)=0
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—2X+2y+4z-10=0
2x—-2y—-4z+10=0
b) Calculamos los puntos A, By C:
Siz=0,y=0 —» x=-5 — A(-5,0,0)

Si x=0,z=0 — y=5 — B(0,5,0)

Six=0,y=0 — z:E - CO,O,E
2 2

‘ ‘(25 -25 25}‘
, AB x AC‘ 2" 2 3750
Area ABC = 5 = 5 =, =183 u?

Ejercicio n° 23.-

Los puntos P(0,2,0) y Q(2,1,-1) son dos vértices de un tridngulo, y el tercero, S,
X=2+A

pertenece alarecta r :<y = -\ Larectaquecontienea P ya S esperpendicular ala
z=3

recta r.

a) Determinalas coordenadas de S.
b) Calcula el area del triangulo PQS.

Solucién:

S
Q+A, A, 3

a)%Lar - %-ar:O
2+x, +-2,3)-(1,-1,0)=0
2+1+A+2=0
Ar=-2 > S=(0,2,3)

b) PS =(0,0,3)
PQ=(2-1-1)

=
Area PQSJ 5 :|(3’ (23 0)| :\/421_5 =335u?




Ejercicio n° 24.-

Un cuadrado tiene uno de sus lados sobre larecta

X=1+A )
r:ly= —20»  yotrosobre s:2X= _y+l_z
>~ ~4 2

z=3-A

Calcula el area del cuadrado.

Solucion:
d =(1-2-1) // d, =(2 -4, -2) Portantolas dos rectas son paralelas.

El lado del cuadrado es la distancia entre r y s.

r

dist(r, s)=dist (R, s)= Area _ ‘RS * 9 - |(_1O’_4’ _2)| _v120 _lado del
, , Base ‘as‘ Ja+16+4 V24 cuadrado

Por tanto, Area= (\/5)2 =5u?

Ejercicio n° 25.-

Consideralos puntos A(3,0,2), B(4,-1,3) y C(2,2,1).
a) Prueba que son los vértices de un triangulo.

b) Calcula el area de dicho triangulo.

Solucion:

a) Hay que probar que A, B y C no estan alineados.

AB=(1-11) }
AC =(-12,-1)

Sus coordenadas no son proporcionales, luego los puntos no estan alineados y son los vértices de un triangulo.

A « AC| |(-
b) Area ABCJ 5 =|(1’0’ N:%:o,nu?

2

VOLUMENES

Ejercicio n° 26.-

Calcula el volumen del tetraedro determinado por los ejes de coordenadas y el plano:
2Xx—-y+z-4=0
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Solucién:

Buscamos los puntos de corte con los ejes:
Siy=0,z=0 — x=2 — A(20,0)
Si x=0,z=0 — y=-4 —» B(0,-4,0)
Si x=0,y=0 —»> z=4 —> C(C(0,0,4)

El cuarto vértice del tetraedro es el punto D(0, 0, 0).

DA=(2,0,0)
DB =(0,-4,0)
DC =(0,0, 4)
2 0 O
Volumen de ABCD:%HFA, ﬁﬁf]‘z% g —04 Z :%-32=%u3

Ejercicio n° 27.-

a) Hallala ecuacién del plano que pasa por el punto P(3, -1, -1) y es perpendicular a
v(1,1,2)

b) Calcula el volumen del tetraedro determinado por los ejes de coordenadas y el plano anterior.
Solucién:
a) La ecuacion del plano es:
1-x-3)+1-(y+1)+1:-(z+1)=0, esdecir:
X+y+z-1=0
b) Obtenemos los puntos de corte del plano con los ejes de coordenadas:
— Coneleje X » y=z=0 —» x=1 — Punto A(4, 0, 0).
— Coneleje Y > x=z=0 - y=1 — Punto B(0, 1, 0).
— Coneleje Z » x=y=0 —» z=1 — Punto C(0,0, 1).
El cuarto vértice del tetraedro es el origen D(0, 0, 0).

DA(1 0,0) DB(0,1,0) DC(0,0,1)

100
[D_A’,ﬁ,D_c’ =0 1 0|=1 - vOlumen:%-lzém
00 1

Ejercicio n° 28.-

Calcula el volumen de un cubo que tiene uno de sus lados sobre la recta

X-2_ ¥y _2z y otro sobre larecta g Xl y-2_2z

r .
2 1 -1 4 2 -2
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Solucioén:
d, =(2,2,-1) // d (4,2 -2) Por tanto las dos rectas son paralelas.

El lado del cuadrado es la distancia entre r y s.

r

|(—4,—2,—10)|_\/@

. ‘RS % d,
Area _ - = /5 = arista del cubo

Base ‘aj’ - V16 +4+4 NeY)

dist (r, s)=dist(R, s)=

Por tanto, Volumen = (\/g)z =545 u?

Ejercicio n° 29.-

Consideralos puntos P(2,1,1) y Q(4, 5, 3).

a) Obtén la ecuacion del plano que pasa por el punto medio de PQ y es perpendicular A aste

b) Calcula el volumen del tetraedro limitado por los ejes de coordenadas y el plano «.
Solucion:

a) Hallamos el punto medio de PQ — M(3, 3, 2)

Elvector normal al plano es % = (2, 4, 2), asi:
T 2x-3)+4y-3)+2(z-2)=0 —> w2X+4y+2z2-22=0 —>
- mX+2y+z-11=0
b) Puntos de corte con los ejes:

Siy=0,z=0 - x=11 - A(11,0,0)
Si x=0,z=0 — y:% — B(O,%,Oj

Si x=0,y=0 —» z=11 — C(0,0,11)
D(0, 0, 0)

DA(11,0,0) ﬁ[o,%,o) DC(0, 0, 11)
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11 0 O

Volumen de ABCDzl‘[ﬁ,ﬁ,ﬁ]‘zl. o 11 |-1.1831_
6 6 2 6 2
0O 0 11
=@=110,92 u?

Ejercicio n° 30.-

A(0, 1, 2), B(0,2,3) y C(0, 2,5) son tres vértices de un tetraedro. El cuarto vértice, D, esta sobre la recta:

Halla las coordenadas de D para que el volumen del ortoedro sea 2 unidades cubicas.
Solucioén:

D esunpuntode r —» D(2-A, A, 1+A4)

Vo =% - ‘ [AB, AC, AD

—_

AB=(0,11)

—_—

AC=(0,13)
AD=(2-2, A—1 %-1)
o 1 1

0 1 3 (=2 > |4—2x|:12
2-%2 A-1 A-1

4-2).=12 > L=-4
2L-4=12 > A =8

Hay dos soluciones:

D(6, -4, -3) y D(-6, 8, 9).

PROBLEMAS METRICOS

Ejercicio n° 31.-

Halla el punto simétrico de P(0, 2, 1), respecto del plano m: x+y —z=2.

Solucién:
e Hallamos la recta r que pasa por P y es perpendicular al plano .
r X = A
r:qy =2+2%
PV d =n=(1-12) z=1-2

Obtenemos el punto, M, decortede r y =:

P'(x,y, 2)



El punto que buscamos, P '(x,y, z), es el simétrico de P respecto de M.

Como M es elpunto medio de ﬁ, tenemos:

X y+2 z+1 17 2 2 8
Ty || =y < d x:_vy:_yz:
2 2 2 333 3 3

W
'Q
N\
wlnN
w| oo
(VR
N—

Ejercicio n° 32.-

Halla el punto simétrico de P(2, 1, 0) respecto del plano m: 2x -y +z = 2.

Solucién:

P'(x,y, 2)

Hallamos la recta r que pasa por P y es perpendicular a .

d =n=(2-11)
X=2+2\

r:qy=1-»x
z=0+A

Calculamos el punto, M, decortede r y =

22+20)-(1-1)+1=2 —» 6L=-1 — r==t M[E,Z,_—lj
6 3’6" 6

El punto buscado, P '(x,y, z), es el simétrico de P respecto de M. Como M es el punto
medio de PP’, se tiene

X+2 y+1 z 57 -1 4 8 -1 (4 4 -1
, =, === = =] > X=—,Yy=—,2=—" > P|—= = —
2 2 2 3 6 6 3 6 3

Ejercicio n° 33.-

Determina el punto simétrico de A(-2, 1, 3) respecto de larecta r:

X =1+A
riy= -2A
z2=2

Solucién:

/A/ garllgmos el plano = que contiene al punto A y es perpendicular
M: R
A/E n=d =(-20)

T n




X+2-2(y-1)=0 —> x-2y+4=0
Buscamos el punto de cortede r y =
M(0, 2, 2)

El punto A' es el simétrico de A respecto de M:

X-2 y+1 z+3
2" 2 2

j:(o,z,z) - x=2,y=32z=1 - A(231

Ejercicio n° 34.-

Halla el punto simétrico de P(1, 0, 3) respecto del plano = x —y +2z = 1.

Solucién:

P'(x,y, 2)

Hallamos la recta r que pasa por P y es perpendicular al plano .

d=n=@1-12)
X=1+A

r:qy= -2
z=3+2\

Obtenemos el punto, M, decortede r y =:
1+2+2+2@B+20)=1 —> 6A=-6 —> A=-1 —> M(,1,1)

El punto que buscamos, P '(x, Y, z), es el simétrico de P respecto de M.

Como M eselpuntomedio de ﬁ, tenemos:
X+1
2 1

Ejercicio n° 35.-

,“3}:(0,11) > x=-1y=22z=-1 - P'(-12-1)

N <

2

Determina el punto simétrico de A(2, 1, 4) respecto de larecta:

x-1 vy z+1

r——=="—"

3 2 -1
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Solucién:

Hallamos el plano © que contiene al punto A y es perpendiculara r:

n=d =(32-1)

3-xX-2)+2(y-1)-(z-4)=0 —> 3KXx+2y-z-4=0
Buscamos el punto de cortede r y =

M(1, 0, -1)

El punto A' es el simétrico de A respecto de M:

(XZZ, yzl, Z;4j=(10,—1) 5 x=0,y=-12z=-6 — A0 -1-6)

Ejercicio n° 36.-

Determinala ecuaciéon de un plano = paralelo al plano de ecuaciéon 2x -y +z+4=0 y que dista 10 unidades
del punto P(2, 0, 1).

Solucién:
Un plano paraleloa 2x -y +z+4=0 es de la forma:
m2Xx-y+z+k=0

Tenemos que hallar k para que la distanciaa P sea 10 u:

dist (P, 1) =

5+k=10y6 — k=10J6-5
|5+k|=10v6

~5-k=10y/6 — k=-5-10/6
Hay dos planos:
2x—y+z+10\/g—5:0
2X-y+2-10/6-5=0

Ejercicio n°® 37.-

., ., , x -1 Z+2
Halla la ecuacion delaproyeccion ortogonal, r', delarecta r:T=L=

sobreelplano nm:x-y+z+2=0.



Solucién:

La proyeccidn ortogonal de r sobre = es la recta de interseccién del plano © con otro plano o, perpendiculara o y

gue contiene a .

R(1L0,-2) d =(2-11) n=(@-11)

d xn=(0,-1-1)

La ecuacion de o es:
-1-y)-1-(z+2)=0 —» -y-z-2=0
c.y+z+2=0

La proyeccion ortogonal de r sobre = es:
r,:{x—y+z+2:0

y+z+2=0

Ejercicio n° 38.-

Halla la ecuacién de larecta s que pasapor P(2,0,1) y corta perpendicularmente ala
X-2 y-1 z

recta r: .
-1 2

Solucién:

Buscamos el vector director de s, a'=(a, b, c), teniendo en cuenta que:

edld —d-d=0 - 2a-b+2c=0

a b c
er ys secortan — ran(a,a',ﬁ):z > |2 -1 2|=0 > -a+2b+2c=0
0 1 -1
. . 2a-b+2c=0
Las soluciones del sistema: son los vectores de larecta s:
—-a+2b+2c=0

d'=(-2x,-2%,2)

Para A=1 - d'=(-2-2,1)

Asi:
X=2-2\
S:qy= -2)
z=1+A

Ejercicio n° 39.-

En la figura adjunta, calcula el angulo que formalarecta CD con larectaque une D
y el punto medio de AB.
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Solucién:

Consideremos que el cubo es de lado 1 y esta centrado en el origen.

Asi A(1,0,0), B(1,0, 1), C(0,1,0) y D@, 1, 1)

oo

Wz(l—l ;j DC =(0,0,-1)

[owi - BE| 1

DM‘-‘DC‘ . 3

| foa ]
o = 70,53°

Ejercicio n° 40.-

Determina la ecuacién de un plano, =, paralelo al plano de ecuacion x -y +z+2=0 y que dista 20 unidades
del punto P(0, 2, 3).

Solucién:

Un plano paraleloa x—y+z+2=0 es de laforma:
TX-y+z2+k=0

Tenemos que hallar k para que la distanciaa P sea 20 u:

|—2+3+k| |l+k|
- - =20

dist (P, )=
(P, 7) J1+1+1 V3
1+k =203 — k=2043-1
|1+k|=2043

~1-k=20/3 — k=-2043-1
Hay dos planos:

x—y+z+20\/§—1=0

x—y+z—20\/§—1:0
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